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SPAZI DI SOBOLEV SULLA SFERA UNITARIA

1. DARIVATA RADIALE E DERIVATA TANGENZIALE

Sia ¢ : 9Br — R una funzione continua. Supponiamo che esiste una funzione u € C'*'(R%) tale che
u=¢ su 0Bpg.

Definiamo il gradiente tangenziale
Vop: 0Br — R?
come
Vop(RY) := R(Vu(RG) — (0 Vu(R0)) 9) per ogni 0 € OB, .

Osserviamo che questa definizione dipende solo dalla funzione ¢ e non dall’estensione u. Infatti, per ogni h € R?,
la differenziabilita di v implica
0+ h 0+ h 0+nh
u|lR—— ) =u(RO)+R|—+—=—0] Vu(RI)+0o| R—F- — RO |.
(R = weem+ = (g5 - o) - ot +o (mgyp - o)
D’altra parte

0+h=/1+20-h+|h2=1+0-h+o(|h|).

e quindi
O+h . O+h—00+h]
0+hn 0+ A
_O0+h—0(1+0-h+o(|h]))
B |6 + h|

- (a+ h—0(1+0- h+o(\h|))) (1=0-h+o(h)) =h— (0-h)0 +o|h]).
Di conseguenza,

. (RM) .. (Rm> = u(RO) + R(h— (0-1)0) - Vu(R0) + o (|h])

= u(RO) + Rh - (vu(Re) —(0- vu(Re))e) +o(|h])
— o(RY) + Rh - (vu(Ra) —(0- vu(Re))e) +o(lh]).

Siccome esiste al pitl un vettore v € R? tale che v L 6 e

0+h
@(Rwihl):<,0(R9)+h.v—|—o(|h) per ogni h 1 6,

abbiamo che

Vop(RO) = R(vu(Re) —(0- vu(Re))) .
non dipende dall’estensione u.

Per ogni u : RY — R definiamo la derivata radiale

drulz) == % - Vu(z).

Allora,
Vu(RO) = 6 0,u(R0) + %Vgu(RG).
ed anche 1
VUl (R0) = |0.u*(R0) + | Voul*(RO)
per ogni R > 0 ed ogni 6 € 0B;.



2. Lo spazio H'(0By)
Definizione 1. H'(0B1) ¢ la chiusura di C*°(dBy) rispetto alla norma
elosy = [ Vael?ao+ [ 0.
OB 0B,
dove df indica la misura sulla sfera OB;. Lo spazio H'(0B1) ¢ uno spazio di Hilbert con prodotto scalare

(u,v) — (Vug - Vg + uv) do.
9By

Teorema 2. Data una funzione misurabile u : 0B — R, sono equivalenti:
(i) u e HY(OBy);
(ii) per ogni carta locale ® : Q — OBy, la funzione uo ® ¢ in HY(Q).

Teorema 3. L’inclusione H*(0B;) < L?(0B;) é compatta.

Teorema 4. Data una funzione u € H'(0By), sono equivalenti:
(i) u é costante;
(ii) HV@UH[}(@BI) =0.

Teorema 5. Esiste una costante dimensionale Cyq > 0 tale che

/ u?df < C’d/ |Voul*df per ogni w € H'(OBy) tale che / u(0) do
331 831 8Bl

I
e

Corollario 6. Lo spazio
H o= {u c HY(9B,) : / u(9) do = o}
0B1
e uno spazio di Hilbert con prodotto scalare

(u,v) — Vuyg - Vg db.
0B,

3. AUTOVALORI E AUTOVETTORI DEL LAPLACIANO SFERICO

Per ogni funzione f € L?(0B;) esiste un’unica funzione u € H tale che

Vou - Vovdf = f(@)v(0)dh per ogni v e H.
BBl aBl
La soluzione u € anche 'unico minimo del funzionale
1
HoO>u— = \V9u|2d6— wf db.
2 Jom, aB,

Inoltre, 'operatore

R:L—L  dove £::{u€L2(8B1):/ u(@)d@:o}
631

definito come

R(f):=u
& un operatore lineare, continuo, simmetrico, positivo e compatto. Esiste quindi una successione di autofunzioni
¢, € H(0B;) tali che n(0)dO =0 e 2 do =1
OB 9B1

e autovalori
D<A < A< <N, <0



tali che per ogni n

—App, P = A, su 0DB;.
La famiglia di autofunzioni {¢"}n>1 ¢ un sistema ortonormale completo dello spazio di Hilbert L?(9By). Per
ogni vettore

veL

la serie Z an oy converge in L?(0B;) e
n=1
v = Z an¢n7

n=1

dove
p = Dn(0)v(0) db
0B

Teorema 7. Sia u € L*(0B1) una funzione tale che / u(6)do = 0. Allora, sono equivalenti:
0B

(i) ue HY(0By);

(ii) la serie Z andn converge forte in H'(0B1);
n>1

(iii) la serie Z aZ ), converge.
n>1

4. ESTENSIONI OMOGENEE

Teorema 8. Per ogni ¢ € H'(0B) ed a > 0, definiamo la funzione
u(r,8) = r*¢(0).

Se
d>2 e a>0 oppure d>2 e a>0,

allora si ha che u € H'(By) e

1
/ |Vu|2dx:/ rd—3+2a/ (a2¢2(9)+|V9¢|2) do dr .
By 0 OB1

Proof. Basta dimostrare il teorema nel caso
p € C™®(0B)
e poi procedere per approssimazione. In questo caso abbiamo che
u € L*(By) e |Vu| € L*(0By),
dove il gradiente Vu & definito (ed & C'°) in ogni punto di R?\ {0}. Basta quindi verificare che |Vu| & il

gradiente debole (in senso degli sopazi di Sobolev) di w. Prendiamo una funzione w € C'2°(By) e calcoliamo

/B (waju + u(’?jw) dx = lim (waju + ui?jw) dx

e—0 B \BE
= lim v Wi,
0
=0 Jop,

dove v; ¢ la j-esima componente del vettore normale v.
Ora, siccome u(e,0) = e*p(0) e w ¢ limitata, abbiamo che

lim v;wu = 0.
e—0 9B,
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Teorema 9. Sia u € H*(By). Allora, per Lebesque quasi-ogni v € (0,1) la funzione
O (0) := u(ré)

Proof. Sia ¢,, una successione di funzioni C2°(R%) che converge a u forte in H(R%). Allora, la successione ¢,
¢ di Cauchy e si ha

+oo 1
IV (on —u)|* dz + / lon — ul? dx > / rd=1 / (|g0(r9) —u(rf)]® + —2|V9 (n(rf) — u(rd)) |2> de dr.
Rd Rd 0 8B, r

Di conseguenza, a meno di estrarre una sottosuccessione, esiste un insieme A C (0,+o00) di misura (1-
dimensionale) di Lebesgue nulla e tale che

. . 2 . . . 2 _
ngrfoo - lo(r0) —u(rf)|*do =0 e ngrfoo o, Vo (on(r8) — u(r8))|” do = 0,
per ogni r € (0,400) \ V. O

5. FUNZIONI ARMONICHE OMOGENEE

Proposizione 10. Date una funzione ¢ € H'(0B1) ed un o > 0, sono equivalenti:
(i) la funzione u(r,0) = r*¢(0) ¢ armonica in R%;
(ii) la funzione ¢ ¢é soluzione di
—App, ¢ =Ap su 0By,
dove
A=ala+d-2).

Proof. Siano ¢ € C*®(9By), v(r,0) = ¥ (0) e w € C°(RY). Allora,

+oo 1
Vv -Vwdr = / rd-1 / (374) Orw + — Vv - ng) de dr
Rd 0 0B r
+oo
- / pd-1 / <ar°¥*1¢(e) B,w(rd) + 12V (6) vgw(re)) df dr
0 9B,

= /O+<’° pd+a=3 /aB1 ( —ala+d—2)y(0)w(rd) + Voy(0) - Vew(re)) 46 dr.

Ora, approssimando ¢ con funzioni C*° sulla sfera otteniamo

“+o0
[ovuvuwdo= [t [ (“aasd=2)6(6) w(r6) + Voo(6) - Tau(rt)) do .
Rd 0 B,
Supponiamo ora che w sia armonica. Allora scegliendo w come

w(r,0) =n(0)g(r),
con g € C(0,400) e g > 0, abbiamo che

“+o0
0 / r“a‘s/a&(—a<a+d—2>¢<e>g<r>n<e>+g<r>W¢><9>-W<9>) 46 dr

+oo
= / rdta=3q(r) dr/ ( —ala+d—2)p(0)n(0) + Vep(0) - Vgﬁ(@)) dé.
0 9B,
Di conseguenza,
| (= ala+-d=200)(60)+ Vos(6) - Ton(6)) ao =0

B1
e quindi ¢ & soluzione debole di
(1) —App, ¢ = ala+d—2)¢.

Viceversa, se vale (1), allora

/BB ( —ala+d—2)p0) w(rd) + Vep(0) - ng(re)) do,



per ogni funzione w € Cgo(Rd) e per ogni r > 0. Di conseguenza,
/ Vu-Vwdz = 0.
Rd

O

Proposizione 11. Se u ¢ una funzione armonica in R? e a-omogenea per un qualche oo > 0, allora u ¢ un
polinomio.

Proposizione 12. Se ¢ € HY(0B1) ¢ un autofunzione del Laplaciano sferico con autovalore X\ > 0, allora ¢ ¢
C® (¢ la traccia di un polinomio) e A ¢ della forma

A=ala+d-2),

dove a > 0 & un intero.

6. FUNZIONI ARMONICHE IN Bj

Siano ¢,, n > 1, le autofunzioni del Laplaciano sferico e siano A, i corrispondenti autovalori ordinati in una
successione crescente
O< A<l <.
Per ogni n > 1 definiamo «a,, > 0 come I'unico numero reale positivo tale che

an(a, +d—2) = A\,

Inoltre, poniamo anche
1

\/dwd’

dove wy ¢ il volume della palla unitaria in R?. Osserviamo che per ogni coppia di indici

0<i#j

CYQ:)\OZO e ¢0:

abbiamo

$i(0)9;(0) db = Vogi - Voo, df = 0.
0B, 8B,

Per ogni n > 0 definiamo il polinomio armonico omogeneo
hy : R = R, B (r,0) = r ¢, (6),

e osserviamo che per ogni coppia di indici 0 <4 # j

Vh;-Vhjdr = 0.
B,

Lemma 13. Sia ¢ € H*(0B) una funzione tale che

N
$(0) = crd(6),
k=0

Allora, la funzione armonica, soluzione di
Ah=0 1in B, h=¢ su 0B
e data da

N
h = Z Ckhk,
k=0

dove la convergenza della serie & forte in H*(By). Inoltre,

N
/ |Vh|?dx = Zciozk.
By

n=1
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Teorema 14. Sia ¢ € L*(0By) e sia

+oo
60) = > cutn(0),

n=0

il suo sviluppo in armoniche sferiche in L?(0By). Allora, sono equivalenti:

(i) ¢ ¢ la traccia di una funzione u € H'(By);

(ii) ¢ ¢ la traccia di una funzione h € H'(By) armonica in By;
+00

(iii) la serie g o, converge.
n=0
Inoltre, la funzione armonica h & data da

+oo
h = Z cphn,
n=0

dove la convergenza della serie ¢ forte in HY(By) ed il suo integrale di Dirichlet ¢
+oo

/ |Vh|?dx = Z ay.
B,

n=1

Proof. Osserviamo intanto che (i) < (ii). Quindi, basta dimostrare che (ii) < (iii).
Possiamo supporre che c¢g = 0.

Dimostriamo prima che (iii) < (ii). Consideriamo la traccia

pn(0) = ckdi(0)
k=1
e la funzione armonica
Hn(e) = Z Ckhk.
k=1

Abbiamo che

n

/ V(Hp = Hp)Pde = Y ciag.
B1

k=m+1
Siccome H, e H,, hanno media nulla su Bj, per la disuguaglianza di Poincaré, abbiamo che la successione
(H,), ¢ di Cauchy in H'(Bj). Sia H il limite forte di H,. In particolare, per il teorema della traccia,

T(H) = lim T(Hy) = ngrwacm =9,
f=1

n—oo
dove entrambi limiti sono forti in L?(9B;) e dove T'(H) ¢ la traccia di H su 0B;.

Dimostriamo prima che (ii) < (iii). Per ogni r < 1, consideriamo la funzione

hy(x) = h(zr) per ogni z € Bj.
Allora:
e h,. € C™(By) e la sua traccia su 0B ¢ data da
h.(0) = h(r@), h, € C*®(0By).
e Quando r — 1, la successione h,. converge forte-H 1(31) a h, mentre le tracce h,. : 9B; — R convergono

forte-L?(0B1) a ¢.
e Siccome h, € C'°°, abbiamo che la serie

+oo
> (s ) am
k=1
converge, dove
(b fn) = bn(0)h-(0) db.

OBy



In particolare,

“+o0
Vh,|? de = By )2ty
/B Vot =3 (60

k=1
Di conseguenza, per ogni N > 1 abbiamo

N N
Z oy, = Z(h, bn) 2,
k=1 k=1
N
= ,ll_rg (hr, ¢n>2an
k=1

r—1

< lim |Vhr\2d;z:=/ |Vh|? dx.
Bl Bl
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